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wobei der Querstrich eine Mittelbildung tiber die Zu-
stinde an der Fermi-Kante bedeutet. Hier ist noch
iiber die moglichen rdumlichen Verteilungen der
Fremdatome zu mitteln. Wenn die Konzentration
der Fremdatome nicht zu grof} ist, erhalt man of-
fenbar mit

Ny |wi(r) 2=N(r) (A.28)

dieselbe u. U. ortsabhéngige Zustandsdichte wie im

sauberen Leiter [vgl. Gl. (A.11)].
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SchlieBlich 146t sich die w-Summe in Gl. (A. 22)

ausfiihren; man erhalt
7¢(3) N(r)

B(r) = g2

(A.29)

in Ubereinstimmung mit dem Resultat von Gorxkov ?.
Aus Gl. (5) folgt, daB @™ in der Niherung Gl.
(A.23) zur elektrischen Stromdichte nicht beitrdgt;
diese ist also auch in der vollstindigen GiNzBURG—
Laxpau-Naherung durch Gl. (26) gegeben.
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By comparing theory and experiment we try to find out, if the effective Spin-Hamirronian (2) is
applicable for a metal like Nickel. We get no contradictions.

Es ist schon sehr viel dariiber diskutiert worden,
ob der HeisenBerG-Diracsche Austauschoperator
=-2>1;8:8;, (1)
(O%))
S; = Spinoperator des i-ten Atoms,
J;j= Austauschintegral,
Y = Summe iiber alle Paare von Atomen,
(i, 7)
auf ferromagnetische Metalle anwendbar ist. In den
letzten Jahren sind die Voraussetzungen, unter denen
(1) gilt, genauer untersucht worden . Dabei wurde
folgende Verallgemeinerung von (1) gefunden:
H=—-3>Kij8;S;— 1> Kijua(8:S;) (S Sp) + ... .
(& 7) (i,7)
(1) (2)
Die Summe in (2) lduft in einem Kristall praktisch
bis unendlich; es treten also immer héhere Spinope-
rator-Produkte auf; die Koeffizienten K;;, Kjj;; usw.
sind selbst wieder unendliche Reihen, deren einzelne
Summanden als Integrale iiber die (exakte) Bahn-
eigenfunktion aller Elektronen des Kristalls formal
dargestellt werden konnen [Kj; z.B. ist also nicht
identisch mit dem 2-Elektronen-Austauschintegral J;;
aus (1)!].
Durch den Operator (2) werden einige Schwichen
des Operators (1) vermieden; der Giiltigkeitsbereich
von (2) ist grofler als der von (1). Es kann aber

1 G. OBERMAIER, Z. Physik 182, 5 [1964].

auch fiir (2) aus rein theoretischen Uberlegungen
nicht geschlossen werden, ob man diesen Operator
auf Metalle wie Ni anwenden darf. Deshalb erscheint
es verniinftig, die Eigenschaften des Operators (2)
zu untersuchen, um durch Vergleich mit den experi-
mentellen Daten von beispielsweise Ni herausfinden
zu konnen, ob (2) zu fiir Metalle brauchbaren Vor-
aussagen fiihrt oder nicht.

Ein solches Programm st6ft auf erhebliche Schwie-
rigkeiten. Erstens sind die Koeffizienten K;; usw. aus
(2) kaum in befriedigender Naherung zu beschaffen
[sie lassen sich zwar formal auf Integrale tber die
rdumlichen Elektronen-Eigenfunktionen zurtickfiih-
ren, aber diese Eigenfunktionen sind selbst viel zu
wenig bekannt, und aullerdem enthilt jeder Koeffi-
zient aus (2) eine unendliche Reihe solcher Inte-
grale]. Zweitens lassen sich die Eigenschaften von (2)
wegen seiner sehr komplizierten Gestalt selbst bei
bekannten Koeffizienten nicht streng angeben. Wir
schlagen deshalb folgenden Weg ein: Wir betrachten
die K;; usw. aus (2) als unbekannte Parameter und
versuchen, sie gréflenordnungsmallig
festzulegen, indem wir mit Hilfe geeigneter Nahe-

wenigstens

rungen aus (2) experimentell priifbare Folgerungen
ziehen und diese mit empirischem Material fir Ni
vergleichen. Sollten dabei unter Verwendung ver-
schiedener experimenteller Daten von Ni stets die
gleichen Koeffizienten K;; usw. auftreten, so wire
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VERALLGEMEINERTER HEISENBERG-DIRACSCHER AUSTAUSCHOPERATOR

dies ein Hinweis darauf, dal} (2) ein zur Beschrei-
bung der magnetischen Eigenschaften von Ni brauch-
barer Operator ist.

1. Molekularfeld-Naherung

In der einfachsten ndherungsweisen Behandlung
des Spin-Hawmirron-Operators (2) wurden alle S-Ope-
ratoren bis auf einen in jedem Summanden durch
den Mittelwert

= M(T, Hy)
S=Im=J"100 (3)

ersetzt, wo J die Spinquantenzahl pro Atom, m die
relative und M die absolute Magnetisierung (als
Funktion von Temperatur 7 und duflerem Magnet-

feld H,) sind. (2) geht dann tber in:

j‘l= *‘(/‘LLBZSi(Hi“*‘Ha) (41))
mit
| mJ
|Hl-f= g‘uBkT(./J(m) und (4 a)

fom) = - S Ky +13 Kyu(m D2 4...) . (4)
¢ 4 ik, 1

Hier sind g der Lanp&-Faktor, 1y das Boursche Ma-
gneton, T die Curie-Temperatur (nur aus Dimen-
sionsgriinden eingefiithrt) und % die Borrzmany-Kon-
stante. Der Sonderfall f;(m) = const. entspricht der
tiblichen WEerssschen Molekularfeldtheorie. Unsere
Funktion f;(m) spiegelt also anschaulich die Abhén-
gigkeit der Molekularfeldkonstanten von der Magne-
tisierung 2 bzw. von der Temperatur wieder.

Den H-Operator (4) kann man nach den iiblichen
Regeln der Statistik behandeln. Das ergibt die be-
kannte Relation:

el gmy|. )

m(T, H,) =By | 718

1.1. Der Fall T <T,, spontane Magnetisierung

Im Falle T < T, kann man aus (4) und (5) z.B.
die spontane Magnetisierung m (7, 0) als Funktion
der Temperatur berechnen, wenn man f;(m) kennt.
Wir kennen aber f; (m) nicht und geben deshalb um-
gekehrt experimentelle Werte fir m(7,0) vor, um
mittels (4) und (5) daraus f;(m) zu berechnen 3.

2 In der Bindertheorie des Ferromagnetismus arbeitet man
auch mit einem solchen verallgemeinerten Molekularfeld.

3 Die numerischen Rechnungen wurden mit einem Automa-
ten vom Typ ZRA 1 durchgefiihrt.
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Die experimentellen Werte fiir Ni stammen aus
den Arbeiten von Farror %, WEiss und Forrer ?; sie
wurden auch mit den Messungen von GENGNAGEL 8
und Herrmann7? verglichen. Wie fiir Ni allgemein
tiblich, wurde iiberall J =} gesetzt. Das Resultat die-
ser Rechnung ist in Abb.1 graphisch dargestellt
(zum Vergleich wurden die Werte fiir /=1 mit an-
gegeben) und in Tab.1 numerisch wiedergegeben.

f](/ﬂ) T T T T T T T T T

]-I
4 z -

L | { | 1 | | 1 1
g 497 92 93 o4 95 o6 97 08 99
— /7

Abb. 1. f;(m) bestimmt aus experimentellen Werten
m=1fkt(T/T¢) fiir Ni (Wess, Forrer, Farrot) ;

T.=631 °K.

m f(m) m f(m)
0,20 4,0235 0,50 4,1032
0,25 4,0351 0,55 4,1128
0,30 4,0470 0,60 4,1182
0,35 4,0610 0,65 4,1191
0,40 4,0760 0,70 4,1120
0,45 4.0908 0,75 4,0830

Tab. 1.

An dieser Kurve fallt zunéchst ihr steiler Abfall auf
den Wert f=0 fir m— 1 (d.h. T— 0) auf. Dieser
Abfall wird dadurch erzwungen, dal} fiir tiefe Tem-
peraturen experimentelle Werte (T"*-Gesetz) verwen-
det wurden. Dieser Abfall stellt also eine Korrektur
an der Molekularfeldndherung in Richtung Spin-
wellentheorie dar. Da man die Spinwellenenergie-
niveaus mit einer Molekularfeldndherung prinzipiell
nicht beschreiben kann, sind die Werte fiir f(m) in
der Umgebung von m =1 nicht sicher begriindet.
Desgleichen ist die Umgebung des Curie-Punktes
mit einer Molekularfeldndherung nicht gut erfalbar
(wegen der dort typischen starken Schwankungen).
Im Bereich zwischen m = 0,2 und m = 0,7 aber sollte
f(m) eine reale Bedeutung haben. In diesem Bereich

4 N. Farror, Ann. Phys. (Paris) 6, 305 [1936].

5 P. Werss u. R. Forrer, Ann. Phys. (Paris) 5, 153 [1926].

% H. Gencnacer, personl. Mitteilung.

7 V. E. Rooe u. R. Herrmany, Proc. Internat. Conf. Magne-
tism, Nottingham 1964, S. 146.
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ist f(m) nur in sehr grober Ndherung konstant, ge-
nauer aber eine Funktion von m. Um auf die Ko-
effizienten K;; usw. aus (2) schliefen zu konnen,
wird f(m) in der Form

N
f(m)=ao+alm2+a2m4+_._:Zavm% (6)
geschrieben; es gilt dann

%= 3 lec 2 Kij,
o (7)
= Y kT, ;%,K”“ usw
Die Bestimmung der a, aus dem vorher ermittelten
f(m) wurde nach der Gaussschen Methode der klein-
sten Quadrate ausgefiihrt. Dabei wurde die Reihe (6)
nach dem 2., 3. bzw. 4. Gliede abgebrochen (entspr.
N=1,2,3). m variiert zwischen 0,2 und 0,75 (Fit
Nr.la,b,c) bzw. zwischen 0,2 und 0,7 (Fit Nr.
ITa,b,c). Die so erhaltenen Koeffizienten zeigt
Tab. 2. Wie man sieht, ist beim Fit Nr. I mit 4 Koef-
fizienten offenbar noch keine stabile Losung zu er-
zielen, wohl aber beim Fit Nr.II. Das ist nicht
unerwartet; denn beim Fit Nr.II wurde von dem

Tieftemperatur-Abfall mehr abgeschnitten als beim
3

Fit Nr.I. Wenn man die Grofle an, m? mit den a,
nach IIc berechnet und mit dem oben ermittelten
f(m) vergleicht, bemerkt man, daf} dieser 4-gliedrige
Potenzausdruck die wirkliche Funktion f(m) nur
schlecht annahert. D. h., man muf} bei dieser Nahe-
rung vom H-Operator (2) mehr als die ersten 4 Glie-
der mitnehmen, wenn man genauere Resultate zu
erhalten wiinscht.

Fit Nr. IT a b [¢
ag 4,12 4,30 4,30
ay — 0,144 — 2,25 — 2,18
az 4,31 3,91
as 0,630

Fit Nr. I a b c
ao 4,14 3,89 5.43
ay — 0,195 2,29 —124
as — 4,29 15,2
as 12,7

Tab. 2.

Man darf allerdings auch nicht erwarten, dafl man
mit der Molekularfeldndherung die Wirklichkeit ganz
exakt beschreiben kann. Aber wir glauben, aus den

U. LINDNER, R. GRUNER UND G. HEBER

beschriebenen Rechnungen wenigstens schlieBen zu
konnen, dafl die ersten 3 Koeffizienten der Entwick-
lung etwa gleiche GroBlenordnung besitzen. Es diirfte
also nicht gerechtfertigt sein, fiir Ni-Metall nur den
Heisenserc-Operator (1) zu benutzen. Die hoheren
Spinprodukte spielen sehr wahrscheinlich eine nicht
vernachldssigbare Rolle. Leider ist es nicht ohne will-
kiirliche Annahmen moglich, aus den Zahlenwerten
fiir die @, auf die Zahlenwerte der Koeffizienten Kj;
usw. aus (2) zu schlieBen. Denn nach (7) sind die
a, nur mit gewissen Summen iiber die K;; usw. ver-
kniipft. Unter der Annahme, dal nur Wechselwir-
kungen zwischen nichsten Nachbarn wirksam seien,
koénnte man aus den a, auf K;; usw. schlieBen. Aber
neuere empirische Resultate weisen darauf hin, daf}
in Metallen nicht nur Austauschwechselwirkungen
zwischen néchsten Nachbarn auftreten (vgl. z.B. die
in 8 zitierte Literatur). Deshalb begniigen wir uns
mit der Angabe der a, .

1.2. Der Fall T>T,, Suszeptibilitit
Auch in diesem Fall gelten die Gln. (4) und (5).

Nur wird jetzt limm (T, H,) = 0. Die uns hier inter-
Ha0
essierende Grofle ist die Suszeptibilitdt y als Funk-

tion von T und H,:
x(T,Hy) =m(T,H,) [H, .

Fir kleine H, ist y unabhéngig von H, , wie die ent-
sprechende Entwicklung der Briirouin-Funktion
zeigt. In diesem Bereich ist f(m) =~ q;, d.h., die
hoheren Spinprodukte tragen nichts bei. Erst bei
hoheren Feldern, wo die Abhéngigkeit der Suszep-
tibilitdt von H, deutlich wird, sollte sich die Funktion
f(m) bemerkbar machen, indem die Einmindung
in die Sattigung nicht genau einer BrirLouin-Funk-
tion gehorcht. Es wire interessant, zu priifen, ob aus
solchen Messungen dieselbe Funktion f(m) ableitbar
ist wie im Abschnitt 1.1. Leider sind uns keine der-
artigen Messungen (im Gebiet 7>T.!) bekannt.

1.3. Spezifische Wirme

Eine dritte Moglichkeit, die Funktion f(m) aus
(4) zu bestimmen und damit eine gewisse Informa-
tion uber die K;; aus (2) zu gewinnen, wire die
Berechnung des magnetischen Anteils der spezifi-
schen Warme und der Vergleich dieser Rechnung
mit der Erfahrung. Da aber der Hauptteil dieser
Anomalie in der unmittelbaren Umgebung des

8 G. Hesker, Internat. Konf. Magnetismus, Dresden 1966.
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Curie-Punktes liegt und die Molekularfeldtheorie in
der Umgebung dieses Punktes keine sehr zuverlas-
sigen Resultate liefert (Schwankungen!), miissen
wir auf diese Moglichkeit verzichten.

2. Andere Naherungen
2.1. Spinwellen-Niherung

In gewissen Naherungen sind die Eigenlosungen
des H-Operators (2) Spinwellen. Die Rechnungen
verlaufen ganz analog wie beim Heisenserc-Dirac-
Operator (1) und werden deshalb nicht in den Ein-
zelheiten wiedergegeben. Die primitivste Naherung
besteht darin, in (2) alle hoheren Spinprodukte zu
streichen und nur das in den S; quadratische Glied
stehen zu lassen. Dann kann man diesen H-Operator
genau wie (1) behandeln; es ist nur J;; durch Kj;
zu ersetzen. Das ist aber nach den Resultaten von
Abschnitt 1.1 eine schlechte Naherung.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, in allen
Termen von (2) mit mehr als zwei Spin-Operatoren
zunichst eine Mittelung der Art auszufithren, dafl
tiberall nur zwei Spin-Operatoren ungemittelt stehen
bleiben; die gemittelten Spin-Operatoren miissen
dann (wie Abschnitt 1) auf die Magnetisierung zu-
riickgefiihrt werden. Auf diese Weise erhilt man
statt (2) :

H=—-12R;(S:8))
(%)) (8)
mit R,’j=2Kij+ ZKijle‘z-i—... .
(k,0)
Wie oben [vgl. (3)] hat man hier
S—=M(T,H)/2M(0,0)

zu setzen; d. h., die GroBen R;; werden temperatur-
und feldabhingig. Um die Eigenwerte von (8) zu
berechnen, behandelt man die R;; als Parameter und
erhilt Spinwellen mit den Energien

¢(k) = R(0) —R(k), (9)
wo R(k) = > R exp{i(r;—r;) k} (9 a)
ist und 7, 7; die Ortsvektoren der Gitterpunkte s
bzw. j sind ?. Fiir kleine K ergibt sich das bekannte
quadratische Dispersionsgesetz ¢ =D K2, wobei der
Faktor vor k? iber die R;; von Temperatur und Feld
abhingt.
Eine Messung der Temperaturabhingigkeit von D
wiirde also Informationen iiber die Rj; enthalten.

9 R(0) ist bis auf einen Zahlenfaktor mit f(m) identisch!
10 T, G. PuiLuies, Proc. Roy. Soc. London A 292, 224 [1966].
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Tatsichlich liegen solche Messungen fiir Fe1® und
einige Legierungen vor, leider aber unseres Wissens
nicht fir Ni.

Um diese Temperaturabhingigkeit geniigend ge-
nau ermitteln zu konnen, mufl man iiber einen ge-
niigend groflen Temperaturbereich messen; in der
oben zitierten Arbeit wurde z. B. das Intervall
20 °K ... 300 °K erfaBt. Es ist aber nicht genau be-
kannt, in welchem Temperaturbereich die einfache
Spinwellen-Nédherung ausreicht. Deshalb ist es bes-
ser, fiir solche Uberlegungen die auch bei héheren
Temperaturen verwendbare Form der Spinwellen-
theorie zugrunde zu legen, welche man mit Hilfe der
Methode der Greenschen Funktionen erhilt.

2.2. Methode der GreENschen Funktionen

Die Berechnung der Greenschen Funktionen fiir
den H-Operator (2) fiihrt zu sehr komplizierten Aus-
driicken. Deshalb wird zunéchst die in Abschnitt 2.1
erwihnte Mittelung durchgefiihrt. Fiir den so erhal-
tenen H-Operator (8) lafit sich die Greexsche Funk-
tion nach den gleichen Verfahren ermitteln, die fiir
(1) brauchbar sind. Z.B. kann man so vorgehen,
wie bei Boncu-Bruevich, Tyasrikov ! dargelegt ist.
Vollig analoge Rechnungen fiihren auf die renor-
mierte Spinwellenenergie

¢(k) =m[R(0) —R(K)], (10)

wo m die relative spontane Magnetisierung ist. Diese
Formel sollte man mit der empirisch ermittelten ver-
gleichen und daraus R(0) —R(K) zu bestimmen
suchen. Wir fiihren den Vergleich hier nicht aus, da
fiir Ni u. W. keine Messungen vorliegen. Aber es ist
keine Frage, dal} sich R(0) — R(k) stets so bestim-
men lassen wird, dall Theorie und Experiment iiber-
einstimmen. D. h. aber, da} das in 1° aus den dorti-
gen Messungen abgeleitete Argument gegen das
HersexBerc-Modell eines metallischen Ferromagneti-
kums hinféllig wird, sobald man den H-Operator (1)
durch den H-Operator (2) bzw. (8) ersetzt.

Fiir viele wertvolle Anregungen danken wir Herrn
Prof. Dr. L. Varenta (Prag, z. Z. Jena) sowie den Her-
ren der Theoretischen Abteilung des Instituts fiir ma-
gnetische Werkstoffe der DAdW, Jena. Fiir die Uber-
mittlung von MeBresultaten sind wir den Herren Dr.
Gencyacel (Jena) und Dr. Herrmann (Berlin/Moskau),
fir Hilfe bei den numerischen Rechnungen Frau Dipl.-
Math. Girrica vom Rechenzentrum der KMU dankbar.

11 V. L. Boxcu-Bruevicn u. S. V. Tyasrikov, The Green Func-
tion Method in Statistical Mechanics, North Holland Publ.
Comp., Amsterdam 1962.



